Задача К1

Материальная точка М движется в плоскости Оху. Закон движения точки задан уравнениями x(t) и y(t), где х и у выражены в сантиметрах, время t – в секундах.
Дано: 
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Определить:
1) траекторию движения точки, точку, соответствующую началу движения t = 0 и направление движения;

2) в заданный момент времени t определить положение точки на траектории, ее скорость и ускорение, нормальное и касательное ускорения, радиус кривизны траектории. Определить ускоренно или замедленно движется точка.
Решение:

Решение:

Для определения уравнения траектории точки исключим из заданных уравнений движения время 
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Из уравнения 
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 выразим величину 
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Используя формулу тригонометрии 
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 получим траекторию движения точки М:
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Изобразим траекторию движения точки на рисунке 1.
Определим координаты точки при t = 0 c
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Определим координаты точки при t = 1/2 c
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Изобразим положения 1 и 2 точки М в момент времени t = 0 c и t = 1/2 c на рисунке 1.
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Рисунок 1.
 Скорость точки найдем по ее проекциям на оси координат:


[image: image15.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

4

/

sin

4

2

4

/

cos

4

/

cos

2

1

4

/

sin

2

y

x

y

x

v

v

v

t

t

dt

dy

v

t

t

dt

dx

v

+

=

-

=

¢

+

=

=

-

=

¢

+

×

-

=

=

p

p

p

p

p

p


при t = 1/2 c имеем
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Аналогично найдем ускорение точки
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при t = 1/2 c имеем
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Касательное ускорение найдем, дифференцируя по времени равенство 
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при t = 1/2 c имеем
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Нормальное ускорение точки
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при t = 1/2 c имеем
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Покажем векторы скоростей и ускорения точки М при t = 1/2 с на рис. 1.

Из рисунка видно, что вектора скорости и ускорения направлены в разные стороны, следовательно точка М движется замедленно.
Радиус кривизны траектории
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при t = 1/2 c имеем
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Задача К2

Груз 1, движущийся прямолинейно и поступательно по закону 
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 (положительное направление для х соответствует направлению оси х на рис.), привязан к концу нити, намотанной на одно из колес (нить считать ; нерастяжимой), и приводит в движение механизм, состоящий из тел 1, 2, 3, 4, находящихся в зацеплении или связанных ременной передачей. Проскальзывание между колесами, шкивами, тросом и ремнем отсутствует.

Определить:

1) постоянные в законе движения груза 1: 
[image: image28.wmf](

)

0

1

2

2

c

t

c

t

c

t

x

+

+

=

, если в начальный момент времени груз прошел х0 см и имел скорость V0 см/с, а для времени t2, груз прошел х2 см;

2) кроме того, необходимо определить для времени t1 скорость и ускорение груза 1, угловые скорости и угловые ускорения колес 2,3,4 механизма; а также, скорость, касательное, нормальное и полное ускорение точки М.
Дано: r1 = 27 см; t1 = 9 с; х0 = 0 см; r2 = 40 см; t2 = 5 с; V0 = 8 см/с; r3 = 28 см; х2 = 25 см; r4 = 52 см
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Рисунок 2.
Найти: 

Решение. Уравнение движения груза 1 имеет вид
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Скорость груза 1 равна:
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(2)

Коэффициенты с2, с1 и с0 определим из начальных условий:

при t =0  x0 = 0 cм, v0 = 8 см/с;

при t2 =5 с  x2 = 25 cм

Подставив данные значения в уравнения (1) и (2) найдем неизвестные коэффициенты:
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Получили уравнение движения груза 1:
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Скорость груза 1 равна:
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Ускорение груза 1:
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Рисунок 3.
Для определения угловых скоростей и угловых ускорений колес 2 и 3 механизма, а также скорости и ускорения точки М запишем уравнения, связывающие скорость груза v и угловые скорости колес ω2 и ω3.

В соответствии со схемой механизма:
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откуда для колеса 2:
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при t1 = 9 с:
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для колеса 3:

[image: image42.wmf]140

27

2800

81

1120

27

28

40

27

3

2

1

3

+

-

=

=

×

×

=

=

t

v

v

r

r

vr

w



[image: image43.wmf]2
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при t1 = 9 с:
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Скорость точки М, ее вращательное, центростремительное и полное ускорения определяем по формулам
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При t1 = 9 с:
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Скорости и ускорения груза 1, колес 2, 3 и точки М покажем на рисунке 3.

Ответ: 
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Задача С2

Плоская рама нагружена распределенными нагрузками, интенсивностью q1 q2 , сосредоточенными силами Р и F и сосредоточенной парой сил с моментом М (положительное направление векторов сил и пары сил соответствует изображенному на рисунках, а отрицательное направлено противоположно изображенному).

Определить реакции опор плоской рамы.
Дано: q1 = -9 кН/м; Р = 26 кН; а = 2,4 м; q2 = 16 кН/м; F = -5 кН; b = 0,80 м; М = 10 кН·м; с = 1,35 м; α = 15°
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Рисунок 4
Найти: 

Решение:

1.  Объектом равновесия является балка АВ. На нее действует плоская система сил, поэтому выбираем плоскую систему отсчета, прямоугольные оси координат XАY.
2.  На балку действуют, сосредоточенная силы F и Р, пара сил с моментом М, распределенные нагрузки на участках ВС и СD. Заменим распределенные нагрузки равнодействующими сосредоточенными силами:
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эта сила приложена в точке E (CE=CD/3=a/3)
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эта сила приложена в точке К (ВК=ВC/2=c/2);
3.  На балку наложены связи: в точке A заделка.
Отбрасываем связи и заменяем их реактивными силами. Реакция заделки в точке А лежит в плоскости перпендикулярна  оси шарнира (в плоскости чертежа) раскладываем ее на составляющие по координатным осям Ах и Ау (ХА, YА) и реактивный момент МА Расчетную схему приведем на рис. 5. Таким образом, балка находится под действием плоской системы сил.
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Рисунок 5.
4.  Для плоской системы сил можно составит, три не зависимых уравнения равновесия. В задаче три неизвестных силы ХА, YA и RB – задача статически определима.
5.  Уравнения равновесия:

[image: image65.wmf]0

cos

0

2

=

+

+

×

-

=

å

Q

F

P

Х

F

A

x

a

 





(1)


[image: image66.wmf]0

sin

0

1

=

×

+

+

=

å

a

P

Q

Y

F

A

y








(2)
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(3)

Из уравнения (3) найдем МА:
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 Из уравнения (2) найдем YА:
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Из уравнения (1) найдем ХА:
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Ответ: 
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. Знаки минус указывают на то, что действительные направления сил противоположны показанным на рисунке.
Задача С4

Две невесомые балки соединены между собой промежуточным шарниром и нагружены сосредоточенными силами F и Р, сосредоточенной парой сил с моментом М и распределенными нагрузками интенсивности q1 и q2 (положительное направление векторов сил и пары сил соответствует изображенному на рисунках, а отрицательное направлено противоположно изображенному).

Определить реакции невесомых балок и давление в промежуточном шарнире.
Дано: а = 15 см; q2 = 30 Н/м; М=-9 Нм; β=30°; b = 15 см; F= -2 Н; α = 135°; q1 = -20 Н/м; с = 12 см; Р = 16 Н; 
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Рисунок 6
Решение: 
1. Для определения реакций расчленим систему и рассмотрим сначала равновесие  угольника АВС (рис. 7). Действие отброшенной части заменяем реакциями ХС, YС.

Объектом равновесия является балка АВС. На нее действует плоская система сил, поэтому выбираем плоскую систему отсчета, прямоугольные оси координат XАY.
На балку действуют, сосредоточенная силы Р, распределенная нагрузка на участке ВС, и реакции отброшенной части конструкции ХС, YС, Заменим распределенную нагрузку равнодействующей сосредоточенной силой:
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эта сила приложена в точке К (ВE=ВС/3=b/3)
На балку наложены связи: в точке A неподвижная шарнирная опора
Отбрасываем связи и заменяем их реактивными силами. Реакция неподвижной шарнирной опоры в точке А лежит в плоскости перпендикулярной  оси шарнира (в плоскости чертежа) раскладываем ее на составляющие по координатным осям Ах и Ау (ХА, YА). Расчетную схему приведем на рис. 7. Таким образом, балка находится под действием плоской системы сил.
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Рисунок 7.
Уравнения равновесия:
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(3)

2. Теперь рассмотрим равновесие угольника СDE (рис. 8)
Объектом равновесия является балка СDE. На нее действует плоская система сил, поэтому выбираем плоскую систему отсчета, прямоугольные оси координат XСY.
На балку действуют, сосредоточенная силы F, распределенная нагрузка на участке СН, и реакции отброшенной части конструкции Х’С, Y’С, направленные противоположно реакциям ХС, YС, Заменим распределенную нагрузку равнодействующей сосредоточенной силой:
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эта сила приложена в точке G (CG=CH/2=c/2)
На балку наложены связи: в точках D  и Е невесомые стержни. Отбрасываем связи и заменяем их реактивными силами. Реакции стержней в точках D и Е направим вдоль стержней (RD, RE). Расчетную схему приведем на рис. 8. Таким образом, балка находится под действием плоской системы сил.

[image: image81.jpg]



Рисунок 8
Уравнения равновесия:
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(6)

3. Подставив в составленные уравнения числовые значения заданных величин и решив эти уравнения, определим искомые реакции.

Из уравнения (6) выразим X’C 
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Из уравнения (3) выразим YC
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Из уравнения (5) выразим RE:
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Из уравнения (4) выразим RD:
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Из уравнения (2) выразим YA 
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Из уравнения (1) выразим ХА
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Ответ: 
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 ,  знаки минус указывают на то, что действительные направления реакций противоположны показанным на рисунке.
Задача Д1

Траектория снаряда при стрельбе из миномета  - навесная.

Известны ландшафт и скорость снаряда на выходе из ствола орудия V0, а также заданное расстояние до цели. Начало системы отсчета необходимо поместить в точку А, В, С или D, сопротивлением воздуха пренебречь.

Определить:
1) угол α положения ствола пушки, гаубицы или миномета;

2) время полета Т снаряда до цели и его скорость в момент попадания в цель VD.

Дано: V0 = 1600 км/ч=444,4 м/с; АВ = 2,0 км=2000 м; β = 18°; АС = 150 м; начало отсчета в точке В.
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Рисунок 9
Найти: α - ? Т - ? VB - ?

Решение:

Рассмотрим движение снаряда от точки С до точки B.
Учитывая силу тяжести 
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, действующую на снаряд, составим дифференциальные уравнения его движения:
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Дважды интегрируем:
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Начальные условия задачи: при t = 0
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Отсюда найдем, что
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Получим следующие уравнения движения снаряда:
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(2)

Уравнение траектории снаряда найдем, исключив параметр t из уравнений движения. Определив t из первого уравнения и подставив его значение во второе, получаем уравнение параболы:
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(3)

В момент падения у = 0, x = 0
Подставим полученные значения в уравнение (3):
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- не подходит, так как при навесной траектории 0°<α<45°
Принимаем 
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Время полета Т снаряда до цели будет равно:
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Скорость в момент приземления снаряда:
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где 
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Ответ: 
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Задача Д2

Найти закон движения системы грузов (рис.10). Начало отсчета обобщённой координаты совместить с положением статического равновесия механической системы.

Массы грузов m1, m2, жесткости пружины с, c1, с2, сила сопротивления в демпфере пропорциональна скорости груза R=b∙v. Массами абсолютно жестких брусков, соединяющих пружины и грузы, демпферов пренебречь. Стержни, соединяющие грузы, считать невесомыми и недеформированными.

Определись:

1) закон движения груза;

2) частоту, период и амплитуду колебаний груза.

Дано: m1 = 1,2 кг; с1 = 2,6 Н/см; m2 = 0,2 кг; b = 6 Н·с/м; с2 = 10,0 Н/см; α = 75°; S = 60 см; с = 9,0 Н/см; в начальный момент t0 = 0 добавляют груз  2

[image: image129.png]



Рисунок 10
Решение:

После того, как добавляют груз 2, система грузов начинает двигаться вдоль оси х вниз

Поместим начало отсчета обобщенной координаты в точку О (рис.11).

Рассмотрим движение системы грузов. На систему действуют силы: тяжести G1+G2 сила упругости F суммарной пружины
Тогда уравнение обобщенного движения груза в проекции на ось х имеет вид:
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Здесь 
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 - сила упругости пружины
здесь С – жесткость системы пружин;  
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[image: image134.wmf]C
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 - статическая деформация пружины под действием грузов 1 и 2.

Тогда уравнение движения примет вид


[image: image135.wmf]c

т

Cf

Cx

g

m

m

x

m

m

-

-

+

=

+

a

sin

)

(

)

(

2

1

2

1

&

&

 или 
[image: image136.wmf]Cx

x

m

m

-

=

+

&

&

)

(

2

1


 



или  
[image: image137.wmf]0

2

=

+

x

k

x

&

&





(1)

где 
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 - циклическая частота колебаний.
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Рисунок 11
2. Для определения закона движения груза надо решить полученное дифференциальное уравнение (1).

Его решение:
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(2)
рассматриваемое движение начинается в момент (t=0), когда деформация пружины является статической под действием груза 1. При принятом положении начала отсчета О начальная координата системы грузов 1 и 2 равна х0= fст2, причем 
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Найдем значения постоянных С1 и С2 из начальных условий:

при t = 0:
х0= fст2;  
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Окончательно получили уравнение обобщенного движения груза:
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Амплитуда колебаний груза равна A = 0,017 м.

Период колебаний груза равен: 
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Ответ: 
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Задача Д4

Тонкий стержень, расположенный в вертикальной плоскости, изогнут таким образом, что состоит из двух прямолинейных участков и дуги окружности радиуса R. На стержень нанизан шарик массой m. Шарик начинает двигаться из точки А.

Определить:

1) скорость шарика в точках В, С, D и реакцию стержня в точке С;

2) величину, заданную в таблице.

Принять следующие обозначения

Исходные данные:

m - масса шарика;

VА  - начальная скорость шарика;

с - жесткость пружины;

τ - время движения шарика на участке АВ;

h0 - начальная деформация пружины;

f - коэффициент трения скольжения;

h - наибольшее сжатие пружины от точки D до точки Е.
Неизвестные величины:

S - путь пройденный шариком до остановки;

Н - наибольшая высота подъема шарика на участке DE до остановки;

Т - время движения на DE до остановки.
Дано: m = 0,50 кг; R = 2,0 м; β = 10°; с = 0,8 Н/см; f = 0,1; VА = 13 м/с; α = 20°; h0 = 10 см; шероховатый участок DE
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Рисунок 12
Найти: Т - ? VB - ? VС - ? VD - ? NC - ?
Решение:

Для определения vВ воспользу​емся на участке АВ теоремой об изменении кинетической энергии материальной точки:
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Для определения vС и vD применим теорему об изме​нении кинетической энергии материальной точки. Движение шарика на участках ВС и СD траектории происходит под действием силы тяжести G (силы трения на криволинейных участках не учитываем):
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где h – перепад высот от В до С
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где h1 – перепад высот от С до D
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Определяем давление шарика на стенку канала в положении С.
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Рисунок 3

В соответствии с принципом Даламбера для материальной точки геометрическая сумма сил, приложенных к точке, и силы инерции этой точки равна нулю:
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Силу инерции материальной точки можно разложить на нормальную и ка​сательную составляющие:
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Сумма проекций сил 
[image: image163.wmf]G

, 
[image: image164.wmf]C

N

¢

 и 
[image: image165.wmf]Ф

 на ось y должна быть равна нулю:
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Искомое давление NС с шарика на стенку трубки по числовому значению равно найденной реакции 
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 и направлено в противопо​ложную сторону.

Время Т прошедшее шариком до остановки 
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К точке приложены сила тяжести 
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, реакция стенки трубки 
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Так как
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Ответ: 
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